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Abstract

This paper is the continuation of another paper devoted
to the theoretical aspects and properties of isomorphic
subgroups of Pl and pl [Billiet (1979). Acta Cryst.
A35, 485-496]. In the present paper the determination
of the number of these subgroups is investigated with
practical results for all indices up to 30. The theoretical
construction of typical conventional unit cells is also
studied: these typical unit cells are obtained by means
of suitable triangular matrices. The isomorphic sub-
groups of Pl and their conventional unit cells are
tabulated for all indices up to 7 (234 subgroups, 597
unit cells). Analogous data are tabulated for iso-
morphic subgroups of pl (40 subgroups, 65 unit cells).

Dans un premier mémoire (Billiet, 1979), I’un de nous a
développe I'outillage mathématique nécessaire & ’étude
des sous-groupes spatiaux isomorphes des groupes
spatiaux pl, Pl, etc., et, d’'une fagon plus générale, a
I’étude des sous-modules isomorphes des modules Z" (n
>2).

Ce second mémoire est consacré au dénombrement,
a I'énumération et au classement des sous-groupes bi-
dimensionnels de pl, des sous-groupes tridi-
mensionnels de P1 et plus généralement des réseaux
dérivés de dimension # d’un réseau de translations de
dimension n. Les méthodes utilisées seront exposées
dans le cas de Pl mais elles s’appliquent sans difficulté
a pl et aux modules Z”.

Le lecteur est pri¢ de se référer a notre premier
meémoire pour I’essentiel de la bibliographie et pour les

* English translations, not ‘refereed’, may be obtained from the
authors upon request.
+ A qui doit étre adressée toute correspondance.

0567-7394/80/020242-07301.00

notions suivantes: changement de maille, auto-
morphisme, algorithme d’Euclide, théoréme de Bezout,
diagonalisation et réduction matricielles, association a
gauche, équivalence .#, conventions diverses.... Les
abréviations sont néanmoins rappelées dans le Tableau
1.

Tableau 1. Abréviations utilisées

MAOG: matrice d’affinit¢ orthogonale généralisée; c’est une
matrice diagonale a coefficients entiers supérieurs a zéro.

MRBE: matrice de réorientation de base ¢lémentaire; on échange
deux vecteurs de la base ou on remplace un vecteur de la base par
son oppose; le determinant vaut —1.

MRCE: matrice réguliére a coefficients entiers; son déterminant est
un entier non nul.

MUCE: matrice unimodulaire a coefficients entiers; son déter-
minant vaut + 1.

p.g.c.d.: plus grand commun diviseur.

1. Triangulation des matrices de passage aux sous-
groupes

Dans toute la suite de I’exposé, nous désignerons par
(A,B,C) une maille élémentaire bien fixée du groupe
spatial I'(P1). Toute matrice MRCE non unimodulaire
S deéfinit le passage de (A,B,C) a une maille élémentaire
(a,b,c) d’un sous-groupe propre isomorphe y(P1)
d’indice i

(a,b,c) = (A,B,C)S;

X YV
S=(x, y, z,/; |DetSl=i.
X3 V3 2

Nous avons adopté pour les éléments de S un
symbolisme différent de celui de notre premier
mémoire; ce nouveau symbolisme apparait plus adapté
a 'exposé de la triangulation des MRCE. Nous allons
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démontrer que S peut toujours étre associée a gauche a
une MRCE triangulaire T' et a une seule:

P4
TT=8SM; T'=|0 p! 4'|; M=MUCE;
0 0 p}

avec i = p} pj pi; pi > 0; py > 0; py > 05 —p}/2 < ¢}
<pi/2;—pi/2 < ¢} <pif2et—p}/2 <r} <pi/2.

Ce qui revient a dire qu’il existe une maille élémen-
taire (a',bLe!) de y et une seule telle que la matrice de
passage soit la matrice triangulaire T:

(a[,blacl) = (a,b,c)M = (AaB,C)Tl
Démonstration

lére partie. La matrice S va étre triangulée par la
‘méthode des pivots’ en la multipliant a droite par des
MUCE particuliéres, c’est-a-dire, par des matrices dont
le déterminant est égal a +1.*

lére étape. Désignons par D(x,,z;) le p.g.c.d. de x;
et zy;t nous avons donc x; = x;D(x;.z;) et z; =
2! D(x,,2;), xj et zj étant premiers entre eux. Le
théoréme de Bezout affirme I’existence de deux entiers
e, et f, tels que xje, + z} f; = 1 [e, et f, peuvent étre
trouvés en réalisant ’algorithme d’Euclide de x} et z}
(Billiet, 1979)]. Réalisons la multiplication matricielle
S, = SM,, c’est-a-dire:

Xy oz z; 0 ¢
S, =|x;, ¥, 2z, 0O 1 0
x3 yy z3] |—x3 0 f)

X Yu “Zn

={Xa Yu  2Zn|-

0 yy zy

Remarquons que M, est une MUCE (Det M, = 1),
que la seconde colonne de S, est égale a la seconde
colonne de S et que z;, = D(x;,2;) > 0.

2éme étape. Le p.g.c.d. de y;, et z;, est en fait le
p.g.c.d. des trois nombres x,, y; et z; et nous pouvons
écrire yy; = ¥4 D(x3,3,23), 231 = 23 D(x3,73,25) et
Yiie, + 24, [, =1, e, et f, etant deux entiers adéquats.
Il s’en suit la multiplication matricielle S, = §;M,:

Xy Y Zu||l 0 0
S; =Xy Yu zZu|l|0 z e
0 yu zu||0 =¥y f

X1 V2 Zn2

=X Vn 2Zn

0 0 =z,

*La °‘méthode des pivots’, encore connue sous le nom
d’algorithme de Gauss ou de méthode d’élimination de Gauss, est
classique en théorie des espaces vectoriels (Gantmacher, 1966). Elle
a été ici adaptée aux modules.

T Rappelons que D(x,0) = x.
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Nous constatons que M, est une MUCE (Det M, = 1),
que la premiére colonne de S, est égale a la premiére
colonne de S, et z;, = D(x3,53,25) > 0.

3éme étape. Formons le p.g.c.d. de x,, et y,,: x,, =

X2 D(xzz’)ﬁ_z), Vo =V D(Xy,0) et X85 + yi, fy =
1. On aboutit au produit matriciel S, = §,M;:

X2 Yo Zp| | V2 € O
S;=|xp Yn Zn| |~Xn f3 O
0 0 2z, | O 0 1

X3 Vi3 Z13

=10 yy zy

0 0 zy

La matrice M; est une MUCE (Det M; = 1), la
troisiéme colonne de S, est égale a la troisiéme colonne
de S, et z;; = D(x,,5;,2,;). A Pissue de cette troisiéme
étape, nous avons donc S; = SM;M,M;, le produit
M, M, M, étant bien une MUCE de déterminant égal a
+1. Il en resulte que Det § = Det S; = x3¥,323; = *i.
Or y,, et z,, sont positifs par construction, donc x; est
positif si Det S = +i et x,, est négatif si Det § = —i.
Dans ce dernier cas, on multiplie a droite S; par la
MRBE N en remarquant que le produit M,;M,M;N est
une MUCE de déterminant égal a —1. On aboutit donc
finalement a la matrice 1S;! qui est bien associée a
gauche a la matrice S.

-1.00 x5l Y3 2y
N=| 0 1 05 ISI=| 0 1y, 2z,
0 0 1 0 0 2z,

11 existe donc bien au moins une maille élémentaire de y
définie par une matrice triangulaire du type |S,;|. Pour
faciliter la suite de I’exposé, nous remplacerons les
symboles des coefficients de la matrice 1S;! par ceux
plus simples de la matrice T (voir ci-apres), 1Sl et T
ayant la méme signification.

Remarque. Nous avons supposé, lors de la tri-
angulation, que les coefficients x,,y,,z, n’étaient pas
nuls. Ce n’est pas toujours le cas mais au plus deux de
ces coefficients sont nuls car la matrice S est réguliére;
si un ou deux de ces coefficients sont nuls, I'une au
moins de deux premiéres étapes peut étre éventuelle-
ment supprimée. De méme 1’un au plus des coefficients
X,5,Y,, €st nul et dans ce cas la troisiéme étape peut étre
éventuellement supprimeée.

2éme partie. Supposons l'existence de deux mailles
élémentaires du méme sous-groupe y définies par les
MRCE triangulaires de passage T et T':
P 4 n
T=10 p, q|(p;>0)
0 0 p,
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noa
T=(0 p} g} (p>0).
0 0 pi

Nous allons voir qu’il existe entre T et T! les relations
suivantes: pj = p; q]j q; + Apiri=r; + M D +
v; q;. Puisque Tet T deﬁmssent deux mallles éléement-
aires du méme sous-groupe, ces deux matrices sont
associées a gauche et 'on a T! = Td, @ étant une
MUCE (Det @ = 1), soit

Py 4 P @ Ny o
0 P 4ii=1(0 p, a (B B, B
0 0 pj 0 O o3|l |mi m »

On en deéduit: 0 = p, B, + ,7,, 0= p;y, et 0 = pyy,
d’ou B, = n=rn= 0. Il s’en suit donc p} =pl a,pr=
pzﬁz et pi = py;y;. Comme Det®d = 1 lon a
nécessairement a, = +1, f, = +1, p3=+1, , 8,9, =

1. Or pj >0,donca, =6,=p,=1, pj—pj et finale-
ment gy =g, + , P, gy =q, + fyp,etri=r + q, py
+ B;q,. 1l existe donc une infinité de MRCE tri-
angulaires conduisant a des mailles élémentaires du
méme sous-groupe y; ces MRCE ne différent de T que
par le choix des coefficients entiers a,, a;, 8, inter-
venant dans la multiplication de T par ¢&. En
partlcuher on peut choisir mdependamment a, et ﬂ3 de
maniére a avoir: —p}/2 < g} < pl/2 et —p§/2 <g <
p3/2 puis a;, en fonction de B, de maniére a avoir:
—pt/2 < r} < pl/2; ce choix est unique.

En conclus1on, le sous-groupe I' admet une maille
élémentaire (al,b',c') et une seule construite par la
matrice de passage triangulaire T' remplissant les con-
ditions précédentes.

(a',bl,c") = (A,B,C)TL

D’une fagon plus générale, la ‘méthode des pivots’
permet d’obtenir six types de matrices de passage ‘tri-
angulaires’ T' a TVY' remplissant des conditions
analogues. De ce point de vue, chaque sous-groupe y
posséde six mailles élémentaires, chacune d’elles étant
construite a partir de la maille (A,B,C) respectivement
par une des matrices T, T, T, TV, TV, T".

poa r P00
T=10 p gfs Ti=r" pl gl
0 o0 P} ¢ 0 p¥
péll q;Il 0 piv rIlV q{V
T | 0 pgn ol; Tv=|o pgv 0l;

III I11 111 IV v
g it p 0 ¢ P}
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nn 0 g p¢y 0 0
TV=|gf pY s T™=|q" pi' 0;
0 0 p ntoat !
—pi/2< gt < pi/2
—p5/2 < g4 < p3/2 1))

—pi/2<ri < pi/2
(¢=L1IL 1L 1V, V,VI).

On remarquera que pour chacune de ces six mailles
élémentaires de y, un vecteur est homothétique d’un des
vecteurs de la maille (A,B,C) de I, un second vecteur
est dans le plan défini par le premier et par un autre
vecteur de la maille (A B,C).*

Exemple a'=pJA +¢'B,b" =
rYB + pyC.

Les six matrices qui relévent d’un sous-groupe donné
sont évidemment associées a gauche et les produits du
type (T9)~! T¢ sont des MUCE (¢, t' = I, 11, 111, IV, V,
VI): on peut passer d’une des six matrices a une autre
par la ‘méthode des pivots’.

Exemple. Les six mailles élémentaires suivantes
appartiennent au méme sous-groupe: 1(60A, —24A +
21B, —8A — 7B + C); II(4A + 35B + C, 105B, —42B
+ 3C); III(12A + 3C, —4A + TB — 4C, 15C);
IV(60A, 8A + 7B — C, 12A + 3C); V(12A + 42B,
105B, 4A + 35B + C); VI(4A — 7B + 4C, 21B + 6C,
15C).

Pour certains sous-groupes, tel celui de I'exemple
précedent, les six matrices sont toutes différentes. Mais
pour d’autres sous-groupes, les matrices relevant de
plusieurs types différents peuvent étre confondues.t

Exemples. Les trois mailles élémentaires suivantes
qui définissent le méme sous-groupe relévent chacune
de deux types matriciels a la fois: LIV(2A, A + B, A +
C); ILV(A + B, 2B, B + C); IILVI(A + C, B + C, 2C).
La maille ¢lementaire (3A,B,C) qui définit un autre
sous-groupe reléve des six types matriciels a la fois.

Pch —q2A+

II. Dénombrement des sous-groupes

Puisque chaque sous-groupe admet une matrice de
passage et une seule du type T, il suffit de dénombrer
les différentes matrices de ce type.

* Quel que soit le sous-groupe considéré, pl, pY, pi! divisent
chacun Pindice i Il en résulte que les translations iA, iB, iC
appartiennent a tout sous-groupe d’indice 7. Il en résulte aussi que la
translation de vecteur /D appartient a tout sous-groupe d’indice i
dés que la translation D appartient 4 I'(P1).

T Dans le cas ou Pindice i est premier, le nombre maximum de
formes matricielles non confondues est trois. Quand !'indice est le
carré d’un nombre premier ou le produit de deux nombres premiers
ce nombre est de quatre, au maximum.
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(1) L’indice i est un nombre premier 6 + 1*

Nous avons la possibilité de distribuer le nombre i de
trois fagons le long de la diagonale de T

@) p! = 1, p} = 1, p} = 4. Les nombres ¢}, g}, 7! ne
peuvent prendre que la seule valeur 0 (cf. conditions I):
il existe donc un seul sous-groupe pour cette dis-
tribution.

@) pi =1, p} = §, p} = 1. Les nombres g, r} ne
peuvent qu’étre nuls; le nombre g} prend § valeurs (¢f.
conditions I): cela fait donc & sous-groupes différents
pour cette distribution.

(iii) p! = 6, p! = 1, pl = 1. Le nombre g} est nul et
chacun des nombres g}, r! peut prendre § valeurs: ce
qui fait donc 2 sous-groupes distincts.

1l existe donc & + § + 1 = (& — 1)/(6 — 1) sous-
groupes d’indice premier &. Il faut remarquer que ces
sous-groupes sont maximums, qu’il en existe pour
chaque nombre premier J et que ce sont les seuls sous-
groupes maximums. En effet toute MRCE est
diagonalisable, c’est-a-dire, est équivalente modulo %,
a une MAOG de méme déterminant; toute MAOG de
déterminant non premier est décomposable en un
produit fini de MAOG de déterminant premier et
correspond donc a une chaine de sous-groupes maxi-
mums.T

(2) L’indice i est une puissance d’un nombre premier

L’indice valant &' (& # 1, [ # 0), il existe plusieurs
fagons de distribuer les puissances de J le long de la
diagonale de T'. Supposons 'une d’elles ou p} = &/, p}
=& J, pl=38"%avecO<j<ket0<k<l Comme
q! et ri peuvent prendre chacun ¢ valeurs et comme g}
peut prendre &~/ valeurs, le nombre de sous-groupes
afférant & cette distribution est égal a 6%/ §* 7 = §/+k,
Pour toutes les distributions ou p} est égal a §'~% le
nombre de sous-groupes différents est:

P k
S §tk=gk T 8= — 1)/(5— 1),
j=0

ji=0
Et enfin pour toutes les distributions différentes, le
nombre de sous-groupes différents est:

*Comme on I'a vu dans une note précédente, les transla-
tions de vecteurs a’ = iA, b’ = iB, ¢/ = iC appartiennent a tout
sous-groupe y d’indice i de I Il en résulte que I et y admettent tous
deux comme sous-groupe d’indice respectif i* et i le groupe y' de
maille élémentaire (a’,b’,¢’). Comme y est évidemment invariant
dans I'il est dés lors possible de remplacer I"et y par leurs quotients
I'/y et y/y d’ordre respectif i* et i? tout en conservant par homo-
morphisme le nombre des sous-groupes d’indice i. Lorsque i est un
nombre premier J, un théoréme de dénombrement des sous-groupes
de Sylow donne directement le nombre de sous-groupes d’indice &, a
savoir, (* — 1)/(6 — 1), ce qui est tout a fait conforme a notre
dénombrement (Carmichael, 1956).

T D’une fagon plus générale, ces propriétés s’étendent aux sous-
modules isomorphes du module Z" (on peut dire, en langage
cristallographique, aux réseaux dérivés de méme dimension d’un
réseau de translations de dimension #): le nombre de sous-modules
isomorphes d’indice premier J est (6" — 1)/(J — 1), les sous-modules
d’indice premier sont maximums, ce sont les seuls.
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é F(F - 1D/(5— l):#[é S%+1 _ é 51(]
k=0 o—1 k=0 k=0
1 1 ! 5
=:jgtr]f Lﬁ E: 5”@_ ZE ]

k=0 k=0
1 [eue_1 g1
- P _
5—1[ -1 5.1 ]
— 1— §i+1 S+ i,
(5—1)2[ HFPER )}

(3) L’indice i est le produit de puissances de deux
nombres premiers différents

Soit i = d% &% cet indice. Parmi les différentes fagons
de distribuer les facteurs premiers le long de la
diagonale de T', considérons 'une d’elles ou p} = &{' 64,
py= ki o7z pl = glk1 §lr*: Le nombre de sous-
groupes qui relevent de cette distribution est égal a:

(5]21| 5%12)(5{‘1"!\ 55‘2-1'2) — 5{1‘”‘1 §{z+kz'

Considérons maintenant toutes les distributions ou p}
garde la valeur préceédente, p! et p) peuvent prendre
diverses valeurs dépendant de j, et j,: lorsque j,
conserve une valeur donnée, j, peut prendre toutes les
valeurs comprises entre O et k, et le nombre de sous-
groupes correspondants est donc:

k ky
Z 5{|+k1551+k2:5{1+k| Z 5%2'”‘2
Jj1=0 Jj2=0
Ft1— 1
i 2
— 5{1+k| 5’2‘2____.
5= 1

Tableau 2. Nombre de sous-groupes (N) de I'(Pl)
en fonction de lindice (i)

3 4 5 6 7 8 9 10 11

i |2
N |77 13 35 31 91 57 155 130 217 133

| 12 13 14 15 16 17 18 19 20

i
N [455 183

399 403 651 307 910 381 1085
i ] 21 22 23 24 25 26 27 28
N | 741 931 553 2015 806 1281 1210 1995
i 29 30
N 871 2821

Tableau 3. Nombre de sous-groupes (N) de I'(pl) en
Jonction de l'indice (i)

i 2 3 4 5 6 17 8 9 10 11 12 13
N 3 4 7 6 12 8 15 26 18 12 28 14
{ 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
N 24 24 31 18 78 20 42 32 36 24 60

| 25 26 27 28 29 30

i
N | 124 42 80 56 30 72
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Or j, peut prendre toutes les valeurs comprises entre 0  (4) L’indice i est quelconque
et k,. Le nombre de sous-groupes pour une valeur

, e . A : L’indice est donc un produit quelconque de
déeterminée de p! est donc donné par ’expression:

puissances de nombres premiers quelconques: i =

ki ks Ky S+l — | ody.... 0 6, ... O, €tant des nombres premiers
S Y Hpthigth= Y gitkiga différents a des puissances [/, ... [,. Par une
J1=0j,=0 =0 6,— 1 généralisation immédiate du (3), le nombre de sous-
Sl S+l groupes différents est donné par:
- 2
_5’1(1 51_1 52 52—1 m 1, k5§,+1_1
12 &p———7 (1D)

Donner a p! toutes les valeurs possibles, c’est faire p=1k=0 9 —1

varier k, et k,. Pour toutes les valeurs de pj le nombre oy par [cf. (2)]
de sous-groupes est donc:

I 5 51()"'1_1 6kz+1_1 1_51p+1 " p 521p+2_1 (I
S 3 S O ] vl b e
k=0 k=0 1 —1 6,— 1 p=1

Remarques. La formule (II) peut étre aisément pro-

O P il - el ' lcul di La formul
3 lew 1 (., 2 grammee pour un calcul sur ordinateur. La formule
KZo ! 5, —1 (III) est plus adaptée aux calculs manuels. Ces
formules peuvent étre généralisées aux sous-modules

d At —1 b =1 isomorphes de n’importe quel module Z". Dans le cas
- P, P — S ) R — .
WZo bS8 —1 o 5,— 1 de I'(pl), le nombre de sous-groupes isomorphes est
' St : donné par:
2, o+l ] m
=11 X &r——r. IT 3%+t = 1)/(8,— D).
p=1k,=0 5p_ 1 p=1

Tableau 4. Sous-groupes isomorphes de I'(P1) pour tous les indices compris entre 2 et 7

Indice 2
[1(2A,B,C); 2(A,2B,C); 3(A,B,2C)]; [4(2A, B + A, C)(A + B, 2B, C); 5(2A, B, C + A)(A + C, B, 2C); 6(A, 2B, C + B)(A, B + C, 20)];
[TQA,B+ A,C+ A)A+B,2B,C+B)A + C,B+ C,20).

Indice 3

[1(3A,B,C); 2(A,3B,C); 3(A,B,3C)]; [4(3A, B + A, C)(A + B, 3B,C); S(3A, B, C + A)(A + C, B, 3C); 6(A, 3B, C + B)(A, B + C, 3C)];
[73A,B— A, C)(A — B, 3B, C); 8(3A, B, C — A)(A — C, B, 3C); 9(A, 3B, C — B)(A, B— C, 3C)]; [10(3A, B + A, C + A)(A + B, 3B,
C—B)YA+C,B—C,3C); 11(3A,B+ A,C— A)(A+ B,3B,C+B)(A- C,B+C,3C); 123A,B— A,C + A)(A — B, 3B,C + B)
(A+C,B+C,30)];(13(3A,B— A, C— A)A—B,3B,C—B)A—C,B—C,3C).

Indice 4

[1(4A,B,C); 2(A4B,C); 3(A,B,4C)); [4(4A, B + A, C)(A + B, 4B, C); 5(4A, B, C + A)(A + C, B, 4C); 6(A, 4B, C + B)(A, B + C, 4C)];
[7(4A, B — A, C)(A — B, 4B, C); 8(4A, B, C — A)(A — C, B, 4C); 9(A, 4B, C — B)(A, B— C, 4C)]; [10(4A, B + 2A, C)(2A + B, 2B, C);
11(4A, B, C + 2A)(2A + C, B, 2C); 12(A + 2B, 4B, C)(2A, 2B + A, C); 13(A, 4B, C + 2B)(A, 2B + C, 2C); 14(A + 2C, B, 4C)(2A, B,
2C + A); 15(A, B + 2C,4C)(A, 2B, 2C + B)]; [16(4A, B + A, C + AY(A + B,4B,C—B)(A + C,B—C, 4C); 17(4A, B+ A, C — A)
(A+B,4B,B+ C)(A—C,B + C,4C); 18(4A,B— A, C + A)(A — B,4B,C + B)(A + C,B + C,4C)]; [19(4A, B — A, C — A)(A — B,
4B,C—B)YA - C,B—C,40C)];[20(4A,B + A,C + 2A)A + B,4B,C + 2B)(2A + C,B + A,2C) (A + B, 2B + C, 2C); 21(4A, B + 2A,
C+ A)(A+C,B+2C,4C)(2A + B, 2B, C + A)A + C, 2B, 2C + B); 22(A + 2B, 4B, C + B)(A + 2C, B + C,4C)(2A, 2B + A, C + B)
(2A,B + C,2C + A);[23(4A,B— A, C + 2A)(A - B,4B,C + 2B)(2A + C,B + A + C,2C)(A + B + C, 2B + C, 2C); 24(4A, B + 2A,
C—A)YA—-C,B+2C,4C)(2A + B,2B,C + A + B)(A + B + C, 2B, 2C + B); 25(A + 2B, 4B, C — B)(A + 2C, B — C, 4C)(2A, 2B, + A,
C+A+B)2A,B+ A+ C,2C+ A)l;[26(4A, B + 2A, C + 2A)(2A + B, 2B, C + B)(2A + C, B + C, 2C); 27(A + 2B, 4B,C + 2B)
(2A,2B+ A, C+ A)(A + C,2B + C, 2C); 28(A + 2C, B + 2C, 4C)(2A, B + A, 2C + A)(A + B, 2B, 2C + B)]; [29(2A, 2B, C);

30(2A, B, 20C); 31(A, 2B, 2C)]; [32(2A, 2B, C + A)A + C, 2B, 2C); 33(2A, 2B, C + B)(2A, B + C, 2C); 34(2A, B + A, 2C)(A + B,

2B, 2C)]; [35(2A,2B,C + A + B)2A,B + A + C,2C)(A + B + C, 2B, 2C)l.

Indice 5

[1(5A,B,C); 2(A,5B,C); 3(A,B,5C)]; [4(5A, B + A, C)(A + B, 5B, C); 5(5A, B, C + A)(A + C, B, 5C); 6(A, 5B, C + B)(A,B + C, 50)];
[7(5A,B— A, C)(A — B, 5B, C); 8(5A, B, C — A)(A — C, B, 5C); 9(A, 5B, C — B)(A, B — C, 5C)I; [10(5A, B + 2A, C)(A — 2B, 5B, C);
11(5A, B, C — 2A)(A + 2C, B, 5C); 12(A, 5B, C + 2B)(A, B — 2C, 5C); 13(5A, B — 2A, C)(A + 2B, 5B, C); 14(5A, B, C + 2A)(A — 2C,
B, 5C); 15(A, 5B, C — 2B)(A, B + 2C, 5C)|; [16(5A, B+ A,C + A)(A + B,5B,C—B)(A + C,B—C, 5C); 17(5A,B + A, C — A)
(A+B,5B,C+B)A—C,B+C,5C); 18(5A,B— A,C + A)(A—B,5B,C+B)A +C,B+ C, 5C)]; [19(5A, B — A, C—A)
(A—-B,5B,C—B)(A—C,B—C,5C)];[20(5A,B + A, C + 2A)A + B, 5B, C — 2B)(A — 2C, B + 2C, 5C); 21(5A, B + A,

C—2A)A + B,5B,C + 2B)(A + 2C,B — 2C, 5C); 22(5A, B + 2A,C + A)(A — 2B, 5B, C + 2B)(A + C, B — 2C, 5C); 23(5A,
B—2A,C+ A)A + 2B,5B,C —2B)(A + C,B + 2C, 5C); 24(5A, B + 2A, C — 2A)(A — 2B, 5B, C + B)(A + 2C,B + C, 5C);

25(5A, B —2A, C + 2A)(A + 2B, 5B, C + B)(A— 2C, B + C,5C); [26(5A, B + 2A, C + 2A)(A + 2B, 5B, C — B)(A — 2C,B — C, 5C);
27(5A,B—2A,C— A)A + 2B, 5B, C + 2B)(A— C,B—2C, 5C); 28(5A,B— A, C — 2A)(A —B, 5B, C — 2B)(A + 2C,B + 2C, 5C)];
[29(5A, B —2A, C— 2A)(A + 2B, 5B, C — B)(A + 2C, B - C, 5C); 30(5A, B + 2A, C — A)(A — 2B, 5B, C — 2B)(A - C, B + 2C, 5C);
31(5A,B— A, C + 2A)A — B, 5B, C + 2B)(A — 2C, B — 2C, 5C)]
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Tableau 4 (suite)
Indice 6
[1(6A,B,C); 2(A.6B,C); 3(A,B,6C)]; [4(6A, B + A, C)(A + B, 6B, C); 5(6A, B, C + A)(A + C, B, 6C); 6(A, 6B, C + B)(A, B + C, 6C)];
[7(6A, B— A, C)(A — B, 6B, C); 8(6A, B, C — A)(A — C, B, 6C); 9(A, 6B, C — B)(A, B~ C, 6C)]; [10(6A, B + 2A, C)(2A + B, 3B, C);
11(6A, B, C + 2A)(2A + C, B, 3C); 12(A, 6B, C + 2B)(A, 2B + C, 3C); 13(A + 2B, 6B, C)(3A, 2B + A, C); 14(A, B + 2C, 6C)
(A, 3B, 2C + B); 15(A + 2C, B, 6C)(3A, B, 2C + A)l; [16(6A, B — 2A, C)(2A — B, 3B, C); 17(6A, B, C — 2A)(2A — C, B, 3C);
18(A, 6B, C — 2B)(A, 2B — C, 3C); 19(A — 2B, 6B, C)}(3A, 2B — A, C); 20(A, B— 2C, 6C)(A, 3B, 2C — B); 21(A — 2C, B, 6C)
(3A, B,2C — A)]; [22(6A, B + 3A, C)(3A + B, 2B, C); 23(6A, B, C + 3A)(3A + C, B, 2C); 24(A, 6B, C + 3B)(A, 3B + C, 2C);
25(A + 3B, 6B, C)(2A, 3B + A, C); 26(A, B + 3C, 6C)(A, 2B, 3C + B); 27(A + 3C, B, 6C)(2A, B, 3C + A)]; [28(6A,B + A, C + A)
(A +B,6B,C—B)A+ C,B—C,6C);29(6A,B + A,C— A)(A + B,6B,C + BYA—C,B + C, 6C); 30(6A,B— A,C + A)
(A—B,6B,C+B)(A+C,B+C,6C);[31(6A,B—- A, C— A)A —B,6B,C—B)(A~—C,B—C,6C);[32(6A,B + A, C + 2A)A + B,
6B, C—2B)(2A + C,B + A,3C)(A + B,2B— C, 3C); 33(6A,B + A,C—2A)(A + B, 6B, C + 2B)(2A —C,B + A, 3C)(A + B,
2B + C,3C); 34(A + 2B,6B,C + B)(A - 2C,B + C,6C)(3A,2B + A,C + B)(3A,B + C,2C — A); 35(A — 2B, 6B, C + B)(A + 2C,
B+ C,6C)(3A,2B— A, C + BY3A,B + C,2C + A); 36(6A, B+ 2A,C + A)A + C,B—2C,6C)(2A + B, 3B,C + A)A + C, 3B,
2C — B); 37(6A,B—2A,C + A)A + C,B + 2C, 6C)(2A — B, 3B, C + A)A + C, 3B, 2C + B)]; [38(6A, B— A, C + 2A)(A — B,
6B,C + 2B)2A+ C,B+ A+ C,3C)(A+ B+ C,2B+ C,3C); 39(6A,B + 2A,C— AXA —C,B + 2C, 6C)(2A + B,3B,C + A + B)
(A+B+ C,3B,2C + B); 40(A + 2B,6B,C — B)(A + 2C,B—C,6C)(3A,2B+ A,C + A+ B)3A,B+ A+ C,2C + A)];
[41(6A,B— A,C~2A)A—B,6B,C—~2B)2A—C,B+ A—C,3C)(A+B—C,2B— C,3C);42(6A,B—2A,C— A}A—-C,
B—2C,6C)(2A - B,3B,C + A—B)(A—B + C,3B,2C — B); 43(A — 2B, 6B, C — B}A — 2C,B—C, 6C)(3A,2B— A,C— A + B)
(BA,B— A+ C,2C— A)];[44(6A,B + A,C + 3A)A + B,6B,C + 3B)(3A + C,B + A, 2C)(A + B, 3B + C, 2C); 45(6A, B + 3A,
C+ A)A + C,B +3C,6C)(3A + B, 2B, C + A)(A + C, 2B, 3C + B); 46(A + 3B, 6B, C + B)(A + 3C,B + C, 6C)(2A, 3B + A, C + B)
(2A,B + C,3C + A)]; [47(6A,B— A, C + 3A)A — B, 6B, C + 3B)(3A + C,B— A, 2C)(A — B, 3B + C, 2C); 48(6A, B + 3A,C — A)
(A—C,B+3C,6C)(3A + B,2B,C— A)YA —C, 2B, 3C + B); 49(A + 3B, 6B, C — B)}{A + 3C,B— C, 6C)(2A, 3B + A, C — B)
(2A,B—C,3C + A)]; [50(6A, B + 2A, C + 2A)(2A + B, 3B, C — B)(2A + C,B— C, 3C); 51(A + 2B, 6B, C + 2B)(3A, 2B + A,
C—A)A—-C,2B+ C,3C);52(A + 2C, B + 2C,6C)(3A, B— A, 2C + A)(A — B, 3B, 2C + B)]; [53(6A, B — 2A, C — 2A)(2A — B,
3B, C—B)(2A - C,B—C,3C); 54(A — 2B, 6B, C — 2B)(3A,2B— A,C— A)A - C,2B— C, 3C); 55(A — 2C, B — 2C, 6C)
(3A,B— A,2C — A)(A— B, 3B,2C — B)}; [56(6A, B + 2A, C — 2A)(2A + B, 3B,C + B)2A — C,B + C, 3C); 57(A — 2B, 6B, C + 2B)
(3A,2B— A, C+ A)A + C,2B + C,3C); 58(A + 2C, B — 2C, 6C)(3A, B + A, 2C + A)A + B, 3B, 2C — B); 59(6A, B — 2A, C + 2A)
(2A—B,3B,C + B)(2A + C,B + C,3C); 60(A + 2B, 6B, C — 2B)(3A,2B + A,C + A)(A + C,2B — C, 3C); 61(A — 2C, B + 2C, 6C)
(3A,B + A,2C— A)(A + B, 3B, 2C + B)|;[62(6A,B + 2A,C + 3A)3A+ C,B— A+ C,2C)(2A + B,3B,C+ A—B)(A—-B + C,
3B,2C): 63(A + 3B,6B,C + 2B)2A,3B+ A,C+ A—B)2A,B+ A—C,3C)A+B—C,2B + C, 3C); 64(A + 2C,B + 3C, 6C)
(3A,2B,C— A +B)3A,B— A+ C,2C + A)(A + B—C, 2B,3C + B); 65(6A, B + 3A,C + 2A)(3A + B,2B,C — A + B)(2A + C,
B+ A—C,3C)A + B—C, 2B, 3C); 66(A + 2B, 6B,C + 3B)(3A,2B+ A,C— A+ B)(3A,B— A +C,2CA—B+C,3B+C,
2C); 67(A + 3C,B + 2C, 6C)(2A,3B,C + A~ B)2A,B+ A—C,3C + A)(A - B + C, 3B, 2C + B)]; [68(6A, B — 2A, C + 3A)
BA+C,B+ A+ C,2C)(2A—-B,3B,C+ A+ B)A + B+ C,3B,2C); 69(A + 3B,6B,C — 2B)(2A,3B + A,C + B + A)
(2A,B+ A+ C,3C)YA + B + C,2B — C, 3C); 70(A — 2C, B + 3C, 6C)(3A,2B,C + A + B)Y3A,B+ A + C,2C — A)(A + B + C, 2B,
3C + B); 71(6A,B + 3A,C—2A)(3A + B,2B,C+ A+ B)Y2A—-C,B+ A + C,3C)(A + B+ C, 2B, 3C); 72(A — 2B, 6B, C + 3B)
(BA,2B - A, C+ A+ BBAB+A+C2CHA+B+C,3B + C, 2C); 73(A + 3C, B — 2C, 6C)2A, 3B, C + A + B)
(2A,.B+ A+ C,3C+ A)A+ B+ C,3B,2C - B)};(74(6A,B + 3A,C + 3A)3A + B,2B,C + B)Y3A + C,B + C, 2C);
75(A + 3B,6B, C + 3B)(2A,3B + A,C + AXA + C,3B + C,2C); 76(A + 3C, B + 3C,6C)(2A,B + A, 3C + A)(A + B, 2B, 3C + B);
[77(3A, 2B, C); 78(3A, B, 2C); 79(2A, 3B, C); 80(2A, B, 3C); 81(A, 3B, 2C); 82(A, 2B, 3C); 83(3A, 2B, C + A)
(A + C,2B,3C); 84(3A,B + A, 2C)(A + B, 3B, 2C); 85(2A, 3B, C + B)(2A, B + C, 3C)]; [86(3A, 2B, C — A)(A — C, 2B, 3C);
87(3A,B— A, 2C)(A — B, 3B, 2C): 88(2A, 3B, C — B)(2A, B — C, 30)]; [89(3A, 2B, C + B)(3A,B + C, 2C); 90(2A, 3B, C + A)~
(A + C,3B,2C); 91(2A, B + A, 3C)(A + B, 2B, 30)].

Indice 7

[1(7A,B,C); 2(A,7B,C); 3(A,B,7C)]; [4(7A, B + A, C)}(A + B, 7B, C); 5(7A, B, C + A)(A + C, B, 7C); 6(A, 7B, C + B)(A, B + C, 7C)];
[7(7TA,B— A, C)(A — B, 7B, C); 8(7A,B,C— A)(A—-C, B, 7C); 9(A, 7B, C — B)(A, B— C, 7C)|; [10(7A, B + 2A, C)(A — 3B, 7B, C);
11(7A, B, C — 3A)(A + 2C, B, 7C); 12(A, 7B, C + 2B)(A, B — 3C, 7C); 13(7A, B — 3A, C)(A + 2B, 7B, C); 14(7A, B, C + 2A)

(A, B~ 3C, 7C); 15(A, 7B, C — 3B)}(A, B + 2C, 7C)]; [16(7A, B — 2A, C)(A + 3B, 7B, C); 17(7A, B, C + 3A)(A — 2C, B, 7C);

18(A, 7B, C — 2B)(A, B + 3C, 7C); 19(7A, B + 3A, C)(A —2B, 7B, C); 20(7A, B, C — 2A)A + 3C, B, 7C); 21(A, 7B, C + 3B)
(A,B—-2C,70):[22(7TA,B+ A,C + AYA + B,7B,C —B)(A + C,B— C, 7C): 23(7A,B + A,C — A)(A + B, 7B, C + B)(A — C,

B+ C,7C);24(7TA,B— A, C+ AXA—-B,7B,C+B)(A+ C,B+ C,70)};125(7TA,B— A,C— AA—-B,7B,C-B)(A-C,B—-C,
70)]; [26(7TA,B + A, C + 2A) (A + B, 7B, C — 2B} A — 3C,B + 3C, 7C); 27(7TA, B + A, C — 2A)XA + B, 7B, C + 2B)(A + 3C,B — 3C,
7C); 28(7TA,B + 2A,C + A)A — 3B, 7B, C + 3B)(A + C,B — 2C, 7C); 29(7A, B — 2A, C + A)(A + 3B, 7B, C — 3B)}A + C,B + 2C,
7C); 30(7TA,B + 3A,C—-3A)A—-2B,7B,C + B)(A + 2C,B + C,7C); 31(TA,B—3A,C + 3A)(A + 2B, 7B,C + B)(A - 2C,B + C,
70)]:132(7TA,B + A, C + 3A)A + B, 7B, C — 3B)(A — 2C,B + 2C, 7C); 33(7A,B + A,C — 3A)A + B, 7B, C + 3B)(A + 2C,B — 2C,
7C); 34(7A,B + 3A,C + A)(A—2B,7B,C + 2B)(A + C,B—3C,7C); 35(7A,B—3A,C + A)(A + 2B, 7B,C — 2B)(A + C,B + 3C, 7C);
36(7A, B + 2A, C—2A) A —3B,7B,C + B)(A + 3C,B + C,7C); 37(7TA, B — 2A, C + 2A)A + 3B, 7B, C + B)(A - 3C,B + C, 7C)l;
[38(7A,B + 2A, C + 2A)}A — 3B, 7B,C - B) (A - 3C,B— C, 7C); 39(7A,B—3A,C — A)A + 2B, 7B, C + 2B)}(A — C,B — 3C, 7C);
40(7A,B— A, C— 3A)A —B,7B,C — 3B)A + 2C,B + 2C,7C)]; [41(7A, B — 2A, C — 2A)A + 3B,7B,C — B) (A + 3C,B — C, 7C);
42(7A,B + 3A,C— A)(A—2B,7B,C—2B)(A—C,B + 3C,7C); 43(TA,B— A, C + 3A)(A — B, 7B, C + 3B)(A — 2C,B — 2C, 70)|;
[44(7A, B + 2A, C + 3A)(A — 3B, 7B, C + 2B){(A — 2C,B — 3C, 7C); 45(7A, B + 3A, C + 2A)(A — 2B, 7B, C — 3B)}(A — 3C, B + 2C,
7C); 46(7TA,B—2A,C—-3A)(A + 3B,7B,C + 2B) (A + 2C,B—3C, 7C); 47(7A, B— 3A,C + 2A)A + 2B, 7B, C + 3B)(A — 3C,
B—-2C,7C);48(7A, B + 2A, C — 3A)A — 3B, 7B, C — 2B)(A + 2C, B + 3C, 7C); 49(7A, B — 3A, C — 2A)(A + 2B, 7B, C — 3B)

(A +3C,B+2C,70)]; [50(7TA,B—2A,C + 3A)(A + 3B, 7B, C — 2B)A — 2C,B + 3C, 7C); 51(7A, B + 3A, C — 2AXA — 2B, 7B,

C + 3B)(A + 3C,B—2C, 70)}; [52(7A, B + 3A,C + 3A) (A — 2B, 7B, C — B)(A — 2C, B~ C, 7C); 53(7A, B — 2A, C — A)(A + 3B,
7B, C + 3B)(A — C, B — 2C, 7C); 54(7A,B— A, C — 2AXA — B, 7B, C — 2B)(A + 3C,B + 3C, 7C)|; [55(7A, B — 3A, C — 3A)

(A +2B,7B,C - B)(A +2C,B—-C,7C); 56(7TA,B + 2A,C — A)(A — 3B, 7B,C — 3B} (A - C,B + 2C, 7C); 57(7TA,B — A, C + 2A)
(A—B,7B,C + 2B)(A — 3C,B — 3C, 70)|.
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Ces différentes formules nous ont permis de dénom-
brer les sous-groupes isomorphes de I'(P1) et I'(p1)
pour tous les indices comprise entre 2 et 30 (Tableaux 2
et 3).

III. Liste de sous-groupes

Dans le Tableau 4 figurent les sous-groupes iso-
morphes de I'(P1) pour tous les indices compris entre 2
et 7. Chaque sous-groupe est identifié par un numéro
suivi (entre parenthéses) par les mailles, éventuelle-
ment confondues, qui correspondent aux matrices de
passage T' a T'!, ces mailles élémentaires sont
exprimées en fonction de la maille élémentaire (A,B,C)

Tableau 5. Sous-groupes isomorphes de I'(pl) pour
tous les indices compris entre 2 et T

Indice 2

[1(2A,B); 2(A,2B)]; [3(2A, B + AXA + B, 2B)].

Indice 3

[1(3A,B); 2(A,3B)1; [3(3A, B + A)(A + B, 3B); [4(3A, B — A)
(A — B, 3B)).

Indice 4

[1(4A,B); 2(A,4B)]; [3(4A, B + A)A + B,4B)]; [4(4A, B — A)
(A — B, 4B)]; [5(4A, B + 2A)(2A + B, 2B); 6(A + 2B, 4B)
(2A,2B + A)l; [7(2A, 2B)].

Indice 5

[1(5A,B); 2(A,5B)]; [3(5A, B + A)(A + B, 5B)]; [4(5A, B — A)
(A —B,5B)}; [5(5A, B + 2A)(A — 2B, 5B); 6(5A, B — 2A)

(A + 2B, 5B)].

Indice 6

[1(6A, B); 2(A,6B)]; 3(6A, B + A)A + B, 6B)]; [4(6A, B — A)
(A — B, 6B)]; [5(6A, B + 2A)(2A + B, 3B); 6(A + 2B, 6B)
(3A. 2B + A)]; [7(6A, B — 2A)(2A — B, 3B); 8(A — 2B. 6B)
(3A, 2B — A)]; [9(6A, B + 3A)(3A + B, 2B); 10(A + 3B, 6B)
(2A, 3B + A)l; [11(3A, 2B); 12(2A, 3B)l.

Indice 7

[1(7A,B); 2(A,7B)]; [3(7A, B + A)(A + B, 7B)]; [4(7A, B — A)
(A — B, 7B)]; [5(7A, B + 2A)(A — 3B, 7B); 6(7A, B — 3A)

(A + 2B, 7B)]; [7(7A, B — 2A)(A + 3B, 7B); 8(7A, B + 3A)
(A — 2B, 7B)].
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de I'(P1). Les sous-groupes dont les mailles €lémen-
taires présentent des analogies (échange des rdles des
vecteurs A, B, C) ont été regroupés entre crochets.
Pour chacun des indices 2, 3, 5, 6, 7, les sous-groupes
sont équivalents par les automorphismes de I'(P1) et ne
forment donc qu’une seule classe. Pour I’indice 4, les 28
premiers sous-groupes forment une classe d’équiva-
lence, les 7 derniers une autre classe (Billiet. 1979).
D’une maniére analogue, le Tableau 5 donne les
sous-groupes isomorphes de I'(pl) pour tous les
indices compris entre 2 et 7. Les sous-groupes ne
forment qu’une seule classe par rapport aux auto-
morphismes de I'(p1) pour chacun des indices 2, 3, 5,
6, 7. Pour lindice 4, les 6 premiers sous-groupes
forment une classe, le dernier sous-groupe forme une
seconde classe a lui seul.

Il convient de remarquer que les mailles convention-
nelles des sous-groupes isomorphes de I'(PI) sont
données par les mémes matrices que celles des sous-
groupes isomorphes de I'(Pl), c’est-a-dire par le
Tableau 4, P'origine des sous-groupes y(P1) étant placée
en (k,/2, k,/2, k;/2; k; entier) par rapport au repére
conventionnel de I'(P1) (Sayari & Billiet, 1977). D’une
fagon analogue, les sous-groupes isomorphes de I'( p2)
sont données par le Tableau 5, P'origine étant placée en
(k,/2, k,/2; k; entier) (Sayari, Billiet & Zarrouk, 1978).
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A Perturbation Stable Cell Comparison Technique*

By LAWRENCE C. ANDREWS, HERBERT J. BERNSTEIN AND GERARD A. PELLETIER

Chemistry Department, Brookhaven National Laboratory, Upton, New York 11973, USA

(Received 3 January 1979; accepted 26 September 1979)

Abstract

A modified method of describing lattices (or, equivalen-
tly, unit cells) is described. In the proposed parameter-
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ization, there is no discontinuous measure of agreement
such as is found in studies of reduced cells. Although
the Niggli reduced cell is uniquely defined for every
lattice, the angles of the reduced cell may vary wildly
with minor lattice distortions. It is proposed that
lattices be described by the sets of seven parameters
consisting of reduced-cell edge lengths, the lengths of
edges of the reduced cell of the reciprocal lattice, and
the reduced-cell volume.
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