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Abstract 

This paper is the continuation of another paper devoted 
to the theoretical aspects and properties of isomorphic 
subgroups of P1 and p l  [Billiet (1979). Acta Cryst. 
A35, 485-496].  In the present paper the determination 
of the number of these subgroups is investigated with 
practical results for all indices up to 30. The theoretical 
construction of typical conventional unit cells is also 
studied: these typical unit cells are obtained by means 
of suitable triangular matrices. The isomorphic sub- 
groups of P1 and their conventional unit cells are 
tabulated for all indices up to 7 (234 subgroups, 597 
unit cells). Analogous data are tabulated for iso- 
morphic subgroups of p 1 (40 subgroups, 65 unit cells). 

Dans un premier m~moire (Billiet, 1979), l'un de nous a 
d~velopp6 l'outillage math~matique n~cessaire ~. l'~tude 
des sous-groupes spatiaux isomorphes des groupes 
spatiaux p l ,  P1, etc., et, d'une faqon plus g~n~rale, fi 
l '&ude des sous-modules isomorphes des modules 2'" (n 
>2). 

Ce second m~moire est consacr~ au d~nombrement, 
/l l '~num~ration et au classement des sous-groupes bi- 
dimensionnels de p l ,  des sous-groupes tridi- 
mensionnels de P1 et plus g6n~ralement des r~seaux 
dbriv~s de dimension n d'un r6seau de translations de 
dimension n. Les m~thodes utilis~es seront expos~es 
dans le cas de P1 mais elles s'appliquent sans difficult~ 

p 1 et aux modules 2"n. 
Le lecteur est pri~ de se r~f6rer fi notre premier 

m~moire pour l'essentiel de la bibliographie et pour les 

* English translations, not 'refereed', may be obtained from the 
authors upon request. 

"l" A qui doit ~tre adress6e toute correspondance. 

0567-7394/80/020242-07501.00 

notions suivantes: changement de maille, auto- 
morphisme, algorithme d'Euclide, th~or~me de Bezout, 
diagonalisation et r~duction matricielles, association b. 
gauche, 6quivalence .W, conventions diverses .... Les 
abr~viations sont n~anmoins rappel6es dans le Tableau 
1. 

Tableau 1. Abr6viations utilisdes 

MAOG: matrice d'affinit+ orthogonale g~n6ralis6e; c'est une 
matrice diagonale ~. coefficients entiers sup~rieurs ~. z+ro. 

MRBE: matrice de r~orientation de base elementaire; on echange 
deux vecteurs de la base ou on remplace un vecteur de la base par 
son oppose; le d&erminant vaut -1. 

MRCE: matrice r+guli~re/l coefficients entiers; son d6terminant est 
un entier non nul. 

MUCE: matrice unimodulaire ~ coefficients entiers; son d+ter- 
minant vaut _+ 1. 

p.g.c.d.: plus grand commun diviseur. 

1. Triangulation des matrices de passage aux sous- 
groupes 

Dans toute la suite de l'expos6, nous dbsignerons par 
(A,B,C) une maille 616mentaire bien fix6e du groupe 
spatial F(P 1). Toute matrice M R C E  non unimodulaire 
S d6finit le passage de (A,B,C) ~ une maille ~16mentaire 
(a,b,c) d'un sous-groupe propre isomorphe 7(P1) 
d'indice i: 

(a,b,c) = (A,B,C)S;  

S =  x 2 Y2 z 2 ; I D e t S l = i .  

Y3 

Nous avons adopt~ pour les ~l~ments de $ un 
symbolisme different de celui de notre premier 
m~moire; ce nouveau symbolisme apparait plus adapt~ 
/l l'expos~ de la triangulation des MRCE. Nous allons 
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d~montrer que S peut toujours &re associ~e ~t gauche 
une MRCE triangulaire T ~ et b, une seule" 

[!~ q~ r~ I, 
T t = s M ;  T == p~ q~,[; M = M U C E ;  

0 p~[ 

avec i = p~ p~p~; p~ > 0; p~ > 0; p~ > 0 ; - p ~ / 2  < q~ 
<_ p~/2; -p~/2 < q~ <_ p~/2 et --p~/2 < r~ <_ p~/2. 

Ce qui revient h dire qu'il existe une maille bl~men- 
taire (a~,bt,e I) de ), et une seule telle que la matrice de 
passage soit la matrice triangulaire TI: 

(aI,bl, e I) : (a ,b,e)M = (A ,B ,C)T ~. 

Ddmonstration 

l~re partie. La matrice S va &re triangul6e par la 
'm6thode des pivots' en la multipliant fi droite par des 
MUCE particuli6res, c'est-/t-dire, par des matrices dont 
le d&erminant est 6gal ~, + 1.* 

l~re dtape. D6signons par D(x3,z3)  le p.g.c.d, de x 3 
et z3;t nous avons donc x 3 = x~D(x3,z3) et z 3 = 
z ~ D ( x 3 , z 3 ) ,  X~ et z~ 6tant premiers entre eux. Le 
th6or6me de Bezout affirme l'existence de deux entiers 
e~ et f l  tels que x]e I + z~ f l  = 1 [e Ie t  f l  peuvent ~tre 
trouv6s en r6alisant ralgorithme d'Euclide de x~ et z~ 
(Billiet, 1979)]. R6alisons la multiplication matricielle 

= SMI, c'est-fi-dire: 

Jxl Yl 

81 = x 2 

x 3 

z I ' 0 z 3 

Y2 Z2 0 1 
Y3 z3 - x ~  0 

Ixli Yil Z~l[ 

Y31 2311 

$1 
e 1 
0 

fl 

Remarquons que M 1 est une MUCE (Det MI = 1), 
que la seconde colonne de 81 est ~gale fi la seconde 
colonne de Se t  que Zal = D(Xa,Z3) > O. 

2Ome dtape. Le p.g.c.d, de Y31 et z31 est en fait le 
p.g.c.d, des trois nombres x 3, Y3 et z 3 et nous pouvons 
6cr i re  Y31 : Y31 D(x3,Y3,Z3),  z31 ---- z~l D(x3'Y3'Z3) et 
Y~I e2 + z~l f2 = 1, e 2 et f2 ~tant deux entiers ad~quats. 
I1 s'en suit la multiplication matricielle $2 = $1M2: 

Xll Yl1 Zll 
S2 = [ X ~ I  Y21 Z21 

Y31 z31 

1 X12 Y12 

Jo 

1 0 

0 z;l 

0 --Y~I 

Z12] 
Z22[" 
Z32[ 

0J 
e2 

A 

* L a  'm&hode des pivots', encore connue sous le nom 
d'algorithme de Gauss ou de m&hode d'61imination de Gauss, est 
classique en th6orie des espaces vectoriels (Gantmacher, 1966). Elle 
a 6t6 ici adapt6e aux modules. 

I" Rappelons que D(x,O) = x. 

Nous constatons que M 2 est une MUCE (Det M 2 = 1), 
que la premiere colonne de $2 est ~gale h la premi6re 
colonne de S1 et z32 = D(xa,Y3,Z3) > O. 

3~me dtape. Formons le p.g.c.d, de x22 et Y221 x22 
X'E2D(XE2,Y22), Y22 = Y'EED(X22,Y22) et x'22e 3 + Y'~2f3 = 
1. On aboutit au produit matriciel 8 3 = S 2 M  3" 

I 
X12 Y12 z12] 
~2 Y22 Z22[ 

0 Z321 

Y~2 e3 i l  
-xh A 

0 0 

I x13 Y13 z13] 

0 z331 

S 3 = 

La matrice M a est une MUCE (Det M 3 = 1), la 
troisi6me colonne de Sa est 6gale ~t la troisi+me colonne 
de S 2 et z33 = D(xa,Ya,Z3). A l'issue de cette troisi6me 
6tape, nous avons donc S 3 = SM1M2M 3, le produit 
M~ M2M3 6tant bien une MUCE de d6terminant +gal 
+ 1. I1 en r+sulte que Det S = Det S 3 = x13Y23Z33 = q-i. 
Or Y23 et z33 sont positifs par construction, donc x13 est 
positif si Det S = +i et x13 est n+gatif si Det S = - i .  
Dans ce dernier cas, on multiplie fi droite S3 par la 
MRBE N en remarquant que le produit M1M2M3 Nest  
une MUCE de d&erminant +gal h - 1 .  On aboutit donc 
finalement ~ la matrice IS31 qui est bien associ6e 
gauche ~ la matrice S. 

l i0il x13 y13z13 N = 1 , I S  31 = 0 Y23 "z23 

0 0 0 Za3 

I1 existe donc bien au moins une maille 616mentaire de y 
d6finie par une matrice triangulaire du type I Sal. Pour 
faciliter la suite de l'expos6, nous remplacerons les 
symboles des coefficients de la matrice IS31 par ceux 
plus simples de la matrice T (voir ci-apr6s), I Sal et T 
ayant la m~me signification. 

Remarque. Nous avons suppos6, lors de la tri- 
angulation, que les coefficients x3,Y3,Za n'&aient pas 
nuls. Ce n'est pas toujours le cas mais au plus deux de 
ces coefficients sont nuls car la matrice S est r+guli+re; 
si un ou deux de ces coefficients sont nuls, l'une au 
moins de deux premi+res &apes peut &re +ventuelle- 
ment supprim+e. De m~me l'un au plus des coefficients 
x22,Y22 est nul et dans ce cas la troisi+me &ape peut &re 
+ventuellement supprim+e. 

2~me partie. Supposons l'existence de deux mailles 
+l+mentaires du m~me sous-groupe ~, d+finies par les 
MRCE triangulaires de passage T et TI: q 

T = P2 q2 , (Pj > 0); 

0 P3 
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1! 
] q~ r:[ ]pV 0 qV] 

T I =  p~ qgl,(pS>0)" TV=lo r pV rV[; TVI= 

o P~I 0 p~'] 
--p~/2 < qt <_ p~/2 

Nous allons voir qu'il  existe entre T et T ~ les relations 
suivantes: pJ = pj; q) = qj + 2j pj; rJ = rj + & pj + 
v~ qj. Puisque T et T~d6finissent deux mailles 61+ment- 
aires du m~me sous-groupe, ces deux matrices sont 
associ6es fi gauche et l 'on a T I = TO, q~ &ant une 
M U C E  (Det q~ = 1), soit 

P~z q~ 

o p~ 

Pl 
= 0 

0 

ql rl I P2 q2 

0 Ps 

al (h a3 I b', fl= b'3. 
Y~ 3'2 Y3 

On en d6duit: 0 = P2 fll + q2 Yl, 0 = P3 Yl et 0 = P3 72 
d'ofi fl~ = y~ = )'2 = 0. I1 s'en suit donc p~ = p~ a l, p~ = 
P2f12 et p~ = PsYa. C o m m e  Detq~ = 1 l 'on a 
n+cessairement a I = _+ 1, f12 = -+ 1, ~3 = + 1, % f12 Y3 = 
1. Or p) > 0, donc a~ = f12 = Y3 = 1, p} = pj et finale- 
ment q~ = q~ + % p ~ ,  q~ = q2 + f13 P2 et r~ = r~ + % p~ 
+ fl3ql. 11 existe donc une infinite de M R C E  tri- 
angulaires conduisant  fi des mailles 616mentaires du 
m~me sous-groupe y; ces M R C E  ne different de T que 
par le choix des coefficients entiers a2, a3, fla inter- 
venant  dans la multiplication de T par q~. En 
particulier, on peut choisir ind~pendamment  a 2 et f13 de 
mani6re fi avoir: -p~/2  < q~ < p~/2 et -p~/2  < q~2 <- 
p~/2 puis a 3, en fonction de fls, de mani6re ~, avoir: 
- p l / 2  < r~ <_ pl/2;  ce choix est unique. 

En conclusion, le sous-groupe F admet une maille 
dldmentaire (at,bX,e I) et une seule eonstruite par la 
matriee de passage triangulaire T t remplissant  les con- 
ditions pr6c~dentes. 

(aI,bI,c I) = (A,B,C)TL 

D 'une  faqon plus g+n6rale, la 'm&hode  des pivots'  
permet d 'obtenir  six types de matrices de passage 'tri- 
angulaires '  T I fi "1 "vI remplissant  des conditions 
analogues. De ce point de vue, chaque sous-groupe y 
poss+de six mailles &l+mentaires, chacune  d'elles &ant 
construite ~ partir  de la maille (A,B,C) respectivement 
par une des matrices T x, T u, T m, T ~v, T v, TVk 

~ ql r~ I 

T I = p~ q ,l; T u = 

0 P~I 

Tin= p~n 0 ; TIV= 
]qlll rlil pill 

p~I 0 qOil I 
r i l l  plI 

q~I 0 p~X 

plv rl v qlV I 

0 p~V 0 ; 

0 q~V p~V 

 :io 001 qVX pVl 

rVi qVi pVX 

--Pt/2 < ¢2 < Pt2/2 (I) 

--pt/2 < r t < p{/2 

(t = I, II, III, IV, V, VI). 

On remarquera  que pour chacune de ces six mailles 
~l+mentaires de y, un vecteur est homoth&ique d 'un des 
vecteurs de la maille (A,B,C) de F, un second vecteur 
est dans le plan d~fini par le premier et par un autre 
vecteur de la maille (A,B,C).* 

Exemple. a v =  p V A + q V B ,  b v = p v B , e  v = q v A +  
r v B + p~' C. 

Les six matrices qui rel~vent d 'un sous-groupe donn~ 
sont ~videmment associ~es fi gauche et les produits du 
type (Tt) -1 T t' sont des M U C E  (t, t '  = I, II, III, IV, V, 
VI): on peut passer d 'une des six matrices a une autre 
par la 'm6thode des pivots'.  

Exemple. Les six mailles ~16mentaires suivantes 
appart iennent  au m~me sous-groupe: I ( 6 0 A , - - 2 4 A  + 
21B, - -8A -- 7B + C); II(4A + 35B + C, 105B,- -42B 
+ 3C); I I I (12A + 3C, - -4A + 7B -- 4C, 15C); 
IV(60A, 8A + 7B -- C, 12A + 3C); V(12A + 42B, 
105B, 4A + 35B + C); V I ( 4 A - -  7B + 4C, 21B + 6C, 
15C). 

Pour certains sous-groupes, tel celui de l 'exemple 
precedent, les six matrices sont toutes diff~rentes. Mais 
pour d 'autres sous-groupes, les matrices relevant de 
plusieurs types diff&ents peuvent &re confondues . t  

Exemples. Les trois mailles 61~mentaires suivantes 
qui d&finissent le m~me sous-groupe rel&vent chacune  
de deux types matriciels fi la lois: I ,IV(2A, A + B, A + 
C); II ,V(A + B, 2B, B + C); I II ,VI(A + C, B + C, 2C). 
La maille ~l~mentaire (3A,B,C) qui d~finit un autre 
sous-groupe rel ive des six types matriciels ~. la lois. 

II. D~nombrement des sous-groupes 

Puisque chaque sous-groupe admet  une matrice de 
passage et une seule du type T z, il suffit de d6nombrer 
les diff~rentes matrices de ce type. 

* Quel que soit le sous-groupe consider6, p~, p~X, p~n divisent 
chacun l'indice i. I1 en r6sulte que les translations iA, iB, iC 
appartiennent ~ tout sous-groupe d'indice i. II en r~sulte aussi que la 
translation de vecteur iD appartient fi tout sous-groupe d'indice i 
d~s que la translation D appartient fi F(P1). 

t Dans le cas off l'indice i est premier, le hombre maximum de 
formes matricielles non confondues est trois. Quand l'indice est le 
carr6 d'un nombre premier ou le produit de deux nombres premiers 
ce nombre est de quatre, au maximum. 
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(1) L Tndice i est un nombre premier 6 4= 1" 

Nous  avons la possibilit6 de distribuer le nombre  i de 
trois faqons le long de la diagonale de T x. 

(i)p~ 1 I =  I = , P2 1, P3 = 6. Les nombres  ql ,  q~, r~ ne 
peuvent prendre que la seule valeur 0 (cf. conditions I): 
il existe donc un seul sous-groupe pour  cette dis- 
tribution. 

(ii) p~ = 1, pI 2 = g, p~ = 1. Les nombres  q~, rl ne 
peuvent  qu '&re nuls; le nombre  q~ prend 6 valeurs (cf  
conditions I): cela fait donc 6 sous-groupes differents 
pour  cette distribution. 

(iii) p~ = 6, p2 ~ = 1, p]  = 1. Le nombre  q2 ~ est nul et 
chacun des nombres  q~, r~ peut prendre 6 valeurs:  ce 
qui fait donc 62 sous-groupes distincts. 

II existe donc a 2 + 6 + 1 = (63 - 1 ) / ( 6 -  1) sous- 
groupes  d'indice premier ft. I1 faut  r emarquer  que ces 
sous-groupes sont maximums,  qu'il en existe pour  
chaque nombre  premier 6 et que ce sont les seuls sous- 
groupes  maximums.  En effet toute M R C E  est 
diagonalisable,  c'est-h-dire, est 6quivalente modulo  ,C, 
b, une M A O G  de m6me d&erminant ;  route M A O G  de 
d&erminant  non premier est d6composable  en un 
produit  fini de M A O G  de d6terminant  premier et 
correspond donc fi une cha~ne de sous-groupes maxi- 
mums.I" 

(2) L'indice i est une puissance d'un hombre premier 

L'indice valant  6 t (fi =~ 1, l ~ 0), il existe plusieurs 
faqons de distribuer les puissances de g l e  long de la 
diagonale de TL Supposons  l 'une d'elles off p~ = 6 J, p~ 
= o ~ - J ,  p~ = 6 l-t '  avec 0 _< j _< k et 0 _< k < l. C o m m e  
q[ et r~ peuvent prendre chacun 6 J valeurs et comme q~ 
peut prendre o ~ - j  valeurs,  le nombre  de sous-groupes 
affarant  h cette distribution est 6gal h 62J 6 k- j  = 6 j+k. 
Pour  toutes les distributions off p~ est 6gal it 6 t-t', le 
nombre  de sous-groupes diffarents est: 

k k 
Z 6 J + k = ~  Z f i Y = ~ (  ~ + ' -  1 ) / (6 - -  1). 

j=o j=0 

Et enfin pour toutes les distributions diff6rentes, le 
nombre  de sous-groupes diff~rents est: 

* Comme on l'a vu dans une note pr6c6dente, les transla- 
tions de vecteurs a' = iA, b' = iB, e' = iC appartiennent fi tout 
sous-groupe 7 d'indice i de F. I1 en r6sulte que F et ? admettent tous 
deux comme sous-groupe d'indice respectif i 3 et i 2 le groupe y' de 
maille 616mentaire (a',b',e'). Comme ~' est 6videmment invariant 
dans F il est d6s Iors possible de remplacer Fet y par leurs quotients 
F/?' et ?/?' d'ordre respectif i 3 et i ~ tout en conservant par homo- 
morphisme le hombre des sous-groupes d'indice i. Lorsque i est un 
hombre premier fi, un th6or6me de d6nombrement des sous-groupes 
de Sylow donne directement le nombre de sous-groupes d'indice fi, fi 
savoir, (fi3 - 1 ) / ( 6  - 1 ) ,  ce qui est tout fi fait conforme fi notre 
d6nombrement (Carmichael, 1956). 

t D'une faqon plus g6n6rale, ces propri&6s s'6tendent aux sous- 
modules isomorphes du module ~'~ (on peut dire, en langage 
cristallographique, aux r~seaux d~riv6s de m~me dimension d'un 
r6seau de translations de dimension n): le hombre de sous-modules 
isomorphes d'indice premier fi est (fi" - l ) / (f i-  1), les sous-modules 
d'indice premier sont maximums, ce sont les seuls. 

~ ( ~ + 1  1 ) / (6 - -  1 ) -  - -  6 2k+l 
k=o 6 -  1 = 0  

y ~ k _ y  
k=O k=O 

[ 6 6 2 l + 2 - - 1 6 1 + 1 - - 1 . 1  

6 2 -  1 6 S ] 

1 

6 - - 1  

1 

6 - - 1  

- Y 6  
k=O 

1 [ 6 ( 6 u + 2 )  ] 
1 --61+1 + ~  - -  1 . 

( 6 - -  1) 2 6 + 1 

(3) L'indice i est le produit de puissances de deux 
nombres premiers diff&ents 

Soit i = 6~, 6t22 cet indice. Parmi  les diffarentes faqons 
de distribuer les facteurs premiers le long de la 
diagonale de T I, considarons l 'une d'elles off p~ = 6{' 32 j~, 
pI  = 6~ '-j' "2xk~A, p~ = 61 '-k' 6~ ~k2. Le nombre  de sous- 
groupes qui relavent de cette distribution est 6gal h: 

(61 ~ '  627-J2)(af'--J' 62 kz-j2) = 6J,+k; 6Jz+k2. 

Considarons  maintenant  toutes les distributions off p~ 
garde la valeur pracadente,  p~ et p~ peuvent  prendre 
diverses valeurs dapendant  de Jl et J2" lorsque j l  
conserve une valeur donnae,  J2 peut prendre  toutes les 
valeurs comprises entre 0 et k2 et le nombre  de sous- 
groupes cor respondants  est donc:  

k2 ks 

Za, J'+<'v2+<-~j'+k'~,2 -~, Z @+k2 
J2=O J2=o 

~ +  1 _ 1 

= 6,J,+k, @ 
62--  1 

Tableau 2. Nombre de sous-groupes (N) de F ( P 1 )  
en fonction de l'indice (i) 

i [ 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 
N [ 7 13 35 31 91 57 155 130 217 133 

i ] 12 13 14 15 16 17 18 19 20 
N ] 455 183 399 403 651 307 910 381 1085 

i [ 21 22 23 24 25 26 27 28 
N [ 741 931 553 2015 806 1281 1210 1995 

i [ 29 30 
N [ 871 2821 

Tableau 3. Nombre de sous-groupes (N) de F ( p l )  en 
fonction de l'indice (i) 

i 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
N 3 4 7 6 12 8 15 26 18 12 28 14 

i 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 
N 24 24 31 18 78 20 42 32 36 

i I 25 26 27 28 29 30 
N [ 124 42 80 56 30 72 

24 60 
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Or  j~ peu t  p r e n d r e  tou tes  les va leurs  c o m p r i s e s  en t re  0 

et k l .  Le  n o m b r e  de s o u s - g r o u p e s  p o u r  une  va leur  
d+termin+e dep~ est d o n c  donn6  pa r  l ' express ion:  

Y. Z 3{ '+*' Y 61 '+'' 
j,=Ojz=O j,--O 3 2 -  1 

~11+1 - -  1 6~,+1 _ 1 

61 - 1 3 2 -  1 

D o n n e r  fi p~ tou te s  les va leurs  possibles ,  c 'es t  faire  

v a r i e r / q  et k 2. P o u r  tou tes  les va leurs  de p~ le n o m b r e  

de s o u s - g r o u p e s  est  d o n c :  

I! 12 ~111+1- 1 @+1_  1 

kl'~_- 0 k2= 0 3 2 - 1 

,. . l . ) ]  
= y. @ 

k,:o 6 1 - 1  * 0 6 2 Z ]  

L,,=0 6 l- 1 * 0 

2 I, 6/k'+1- I 
y , 

p=l ,,=0 6 p -  1 

~ + 1 _  1]  

32--  1 

(4) L'indice i est quelconque 

L' ind ice  est  d o n c  un  p r o d u i t  q u e l c o n q u e  de 

pu i s sances  de n o m b r e s  p r emie r s  q u e l c o n q u e s :  i = 

6],6 t2 . . . .  6~;  61, . . .  6m 6tant  des  n o m b r e s  p r e m i e r s  

diff6rents  fi des  p u i s s a n c e s  l~, ... lm. P a r  une  

g~n6ral isa t ion i m m 6 d i a t e  du  (3), le n o m b r e  de sous-  

g r o u p e s  diff6rents  est  d o n n 6  par :  

m lp e: + 1  1 
I-] Y. @ (II) 

p =  l kp=O 6p -- 1 

OU par  [cf. (2)] 

1 - -  ~t,+ 1 + ,~p - -  1 . ( I l l )  
p=l (6p-- 1) 2 vp 6p + 1 

Remarques. L a  f o r m u l e  (II)  peu t  &re  a i s~ment  pro-  

g r a m m ~ e  p o u r  un  calcul  sur  o rd ina t eu r .  L a  f o r m u l e  

(III)  est  plus adap t~e  aux  ca lculs  manue l s .  Ces  

fo rmu le s  p e u v e n t  &re  g~n~ralis~es aux  s o u s - m o d u l e s  
i s o m o r p h e s  de n ' i m p o r t e  quel  m o d u l e  Z n. D a n s  le cas  

de F ( p l ) ,  le h o m b r e  de s o u s - g r o u p e s  i s o m o r p h e s  est  
donn~  par :  

fn 
H x~p(t~Ip+l l)/(6p-- I). 
p=l 

T a b l e a u  4. Sous-groupes isomorphes de F ( P 1 ) p o u r  tousles  indices compris entre 2 et 7 

Indice 2 
[I(2A, B,C); 2(A,2B, C); 3(A,B,2C)]; [4(2A, B + A, C)(A + B, 2B, C); 5(2A, B, C + A)(A + C, B, 2C); 6(A, 2B, C + B)(A, B + C, 2C)]; 
[7(2A, B + A, C + A)(A + B, 2B, C + B)(A + C, B + C, 2C)1. 

Indice 3 
[I(3A,B,C); 2(A,3B,C); 3(A,B,3C)]; [4(3A, B + A, C)(A + B, 3B, C); 5(3A, B, C + A)(A + C, B, 3C); 6(A, 3B, C + B)(A, B + C, 3C)]; 
[7(3A, B -  A, C)(A - B, 3B, C); 8(3A, B, C - A)(A - C, B, 3C); 9(A, 3B, C - B)(A, B - C, 3C)]; [10(3A, B + A, C + A)(A + B, 3B, 
C - - B ) ( A + C , B - C ,  3C);II(3A, B + A , C - A ) ( A +  B, 3B, C + B ) ( A -  C , B + C ,  3C); 12(3A, B -- A, C + A) (A -- B, 3B, C + B )  
(A + C, B + C, 3C)]; [13(3A, B - A, C -- A)(A - B, 3B, C - B)(A - C, B -- C, 3C)]. 

Indice 4 
[I(4A, B,C); 2(A,4B,C); 3(A,B,4C)]; [4(4A, B + A, C)(A + B, 4B, C); 5(4A, B, C + A)(A + C, B, 4C); 6(A, 4B, C + B)(A, B + C, 4C)]; 
[7(4A, B -- A, C)(A -- B, 4B, C), 8(4A, B, C - A)(A - C, B, 4C); 9(A, 4B, C - B)(A, B -- C, 4C)]; [ 10(4A, B 4 2A, C)(2A + B, 2B, C); 
1 l(4A, B, C + 2A)(2A + C, B, 2C); 12(A + 2B, 4B, C)(2A, 2B + A, C); 13(A, 4B, C + 2B)(A, 2B + C, 2C); 14(A + 2C, B, 4C)(2A, B, 
2C + A); 15(A, B + 2C, 4C)(A, 2B, 2C + B)]; [16(4A, B + A, C + A)(A + B, 4B, C- -  B)(A + C, B -  C, 4C), 17(4A, B + A, C -  A) 
(A + B, 4B, B + C)(A-- C, B + C, 4C); 18(4A, B-- A, C + A)(A-- B, 4B, C + B)(A + C, B + C, 4C)]; [19(4A, B-- A, C -- A)(A-- B, 
4B, C -  B ) ( A -  C, B -  C, 4C)]; [20(4A, B + A, C + 2A)(A + B, 4B, C + 2B)(2A + C, B + A, 2C) (A + B, 2B + C, 2C); 21(4A, B + 2A, 
C + A)(A + C, B + 2C, 4C)(2A + B, 2B, C + A)(A + C, 2B, 2C + B); 22(A + 2B, 4B, C + B)(A + 2C, B + C, 4C)(2A, 2B + A, C + B) 
(2A, B + C, 2C + A)]; [23(4A, B-- A, C + 2 A ) ( A -  B, 4B, C + 2B)(2A + C, B + A + C, 2C)(A + B + C, 2B + C, 2C); 24(4A, B + 2A, 
C-- A)(A-- C, B + 2C, 4C)(2A + B, 2B, C + A + B)(A + B + C, 2B, 2C + B), 25(A + 2B, 4B, C -  B)(A + 2C, B -  C, 4C)(2A, 2B, + A, 
C + A + B)(2A, B + A + C, 2C + A)]; [26(4A, B + 2A, C + 2A)(2A + B, 2B, C + B)(2A + C, B + C, 2C); 27(A + 2B, 4B,C + 2B) 
(2A, 2B + A, C + A)(A + C, 2B + C, 2C); 28(A + 2C, B + 2C, 4C)(2A, B + A, 2C + A)(A + B, 2B, 2C + B)]; [29(2A, 2B, C); 
30(2A, B, 2C); 31(A, 2B, 2C)]; [32(2A, 2B, C + A)(A + C, 2B, 2C); 33(2A, 2B, C + B)(2A, B + C, 2C); 34(2A, B + A, 2C)(A + B, 
2B, 2C)]; [35(2A, 2B, C + A + B)(2A, B + A + C, 2C)(A + B + C, 2B, 2C)]. 

Indice 5 
[I(5A,B,C); 2(A,5B, C); 3(A,B,5C)]; [4(5A, B + A, C)(A + B, 5B, C); 5(5A, B, C + A)(A + C, B, 5C); 6(A, 5B, C + B)(A, B + C, 5C)]; 
[7(5A, B -- A, C)(A - B, 5B, C); 8(5A, B, C - A)(A -- C, B, 5C); 9(A, 5B, C - B)(A, B - C, 5C)l; [ 10(5A, B + 2A, C)(A - 2B, 5B, C); 
1 l(5A, B, C - 2A)(A + 2C, B, 5C); 12(A, 5B, C + 2B)(A, B - 2C, 5C); 13(5A, B -- 2A, C)(A + 2B, 5B, C); 14(5A, B, C + 2A)(A - 2C, 
B, 5C); 15(A, 5B, C--  2B)(A, B + 2C, 5C)]; [16(5A, B + A, C + A)(A + B, 5B, C -  B)(A + C, B -  C, 5C); 17(5A, B + A, C -  A) 
(A + B, 5B, C + B ) ( A -  C, B + C, 5C); 18(5A, B-- A, C + A ) ( A -  B, 5B, C + B)(A + C, B + C, 5C)]; [19(5A, B-- A, C -  A) 
(A-- B, 5B, C--  B)(A--  C, B -  C, 5C)]; [20(5A, B + A, C + 2A)(A + B, 5B, C- -  2 B ) ( A -  2C, B + 2C, 5C); 21(5A, B + A, 
C - 2A)(A + B, 5B, C + 2B)(A + 2C, B - 2C, 5C); 22(5A, B + 2A, C + A)(A - 2B, 5B, C + 2B)(A + C, B - 2C, 5C); 23(5A, 
B -  2A, C + A)(A + 2B, 5B, C - 2B)(A + C, B + 2C, 5C); 24(5A, B + 2A, C -  2A)(A-- 2B, 5B, C + B)(A + 2C, B + C, 5C); 
25(5A, B -- 2A, C + 2A)(A + 2B, 5B, C + B)(A - 2C, B + C, 5C)], [26(5A, B + 2A, C + 2A)(A + 2B, 5B, C -- B)(A - 2C, B -- C, 5C); 
27(5A, B - 2A, C - A)(A + 2B, 5B, C + 2B)(A - C, B - 2C, 5C); 28(5A, B -- A, C - 2A)(A - B, 5B, C -- 2B)(A + 2C, B + 2C, 5C)]; 
[29(5A, B - 2A, C - 2A)(A + 2B, 5B, C - B)(A + 2C, n - C, 5C); 30(5A, B + 2A, C - A)(A - 2B, 5B, C - 2B)(A - C, B + 2C, 5C); 
3 I(5A, B -- A, C + 2A)(A - B, 5B, C + 2B)(A - 2C, B-- 2C, 5C)] 



Y V E S  B I L L I E T  E T  M O N I Q U E  R O L L E Y  L E  C O Z  2 4 7  

T a b l e a u  4 (suite) 
Indice 6 
[I(6A, B,C); 2(A.6B,C); 3(A,B,6C)]; [4(6A, B + A, C)(A + B, 6B, C); 5(6A, B, C + A)(A + C, B, 6C); 6(A, 6B, C + B)(A, B + c ,  6c)]; 
[7(6A, B -- A, C)(A - B, 6B, C); 8(6A, B, C - A ) ( A -  C, B, 6C); 9(A, 6B, C -- B)(A, B -- C, 6C)]; [ 10(6A, B + 2A, C)(2A ÷ B, 3B, C); 
1 l(6A, B, C + 2A)(2A + C, B, 3C); 12(A, 6B, C + 2B)(A, 2B + C, 3C); 13(A + 2B, 6B, C)(3A, 2B + A, C); 14(A, B + 2C, 6C) 
(A, 3B, 2C + B); 15(A + 2C, B, 6C)(3A, B, 2C + A)]; [16(6A, B - 2A, C)(2A -- B, 3B, C); 17(6A, B, C - 2A)(2A - C, B, 3C); 
18(A, 6B, C - 2B)(A, 2B - C, 3C); 19(A -- 2B, 6B, C)(3A, 2B - A, C); 20(A, B - 2C, 6C)(A, 3B, 2C -- B); 21(A -- 2C, B, 6C) 
(3A, B, 2C - A)]; [22(6A, B + 3A, C)(3A + B, 2B, C); 23(6A, B, C + 3A)(3A + C, B, 2C); 24(A, 6B, C + 3B)(A, 3B + C, 2C); 
25(A + 3B, 6B, C)(2A, 3B + A, C); 26(A, B + 3C, 6C)(A, 2B, 3C + B); 27(A + 3C, B, 6C)(2A, B, 3C + A)]; [28(6A, B + A, C + A) 
(A + B, 6B, C -  B)(A + C, B- -  C, 6C); 29(6A, B + A, C -  A)(A + B, 6B, C + B)(A--  C, B + C, 6C); 30(6A, B- -  A, C + A) 
(A - B, 6B, C + B)(A + c ,  B + c, 6C)]; t31(6A, B - A, c - A)(A - B, 6B, C -- B)(A -- C, B -- C, 6C)]; [32(6A, B + A, C + 2A)(A + B, 
6B, C -  2B)(2A + C, B + A, 3C)(A + B, 2B- -  C, 3C); 33(6A, B + A, C -  2A)(A + B, 6B, C + 2B)(2A - C, B + A, 3C)(A + B, 
2B + C, 3C); 34(A + 2B, 6B, C + B ) ( A -  2C, B + C, 6C)(3A, 2B + A, C + B)(3A, B + C, 2 C - -  A); 3 5 ( A -  2B, 6B, C + B)(A + 2C, 
B + C, 6C)(3A, 2 B -  A, C + B)(3A, B + C, 2C + A); 36(6A, B + 2A, C + A)(A + C, B- -  2C, 6C)(2A + B, 3B, C + A)(A + C, 3B, 
2 C -  B); 37(6A, B -  2A, C + A)(A + C, B + 2C, 6 C ) ( 2 A -  B, 3B, C ÷ A)(A + C, 3B, 2C + B)]; [38(6A, B -  A, C + 2 A ) ( A -  B, 
6B, C + 2B)(2A + C, B + A + C, 3C)(A + B + C, 2B + C, 3C); 39(6A, B + 2A, C - -  A)(A--  C, B + 2C, 6C)(2A + B, 3B, C + A + B) 
(A + B + C, 3B, 2C + B); 40(A + 2B, 6B, C -  B)(A + 2C, B -  C, 6C)(3A, 2B + A, C + A ÷ B)(3A, B + A + C, 2C + A)]; 
[41(6A, B -- A, C - 2A)(A - B, 6B, C - 2B)(2A - C, B ÷ A -- C, 3C)(A + B -- C, 2B - C, 3C); 42(6A, B -- 2A, C - A)(A - C, 
B--  2C, 6 C ) ( 2 A -  B, 3B, C + A -  B ) ( A -  B + C, 3B, 2 C -  B); 43 (A- -  2B, 6B, C -  B ) ( A -  2C, B- -  C, 6C)(3A, 2B--  A, C -  A + B) 
(3A, B--  A + C, 2 C - -  A)]; [44(6A, B + A, C + 3A)(A + B, 6B, C + 3B)(3A + C, B + A, 2C)(A + B, 3B + C, 2C); 45(6A, B + 3A, 
C + A)(A ÷ C, B + 3C, 6C)(3A + B, 2B, C + A)(A + C, 2B, 3C + B);46(A + 3B, 6B, C + B)(A + 3C, B + C, 6C)(2A, 3B + A, C + B) 
(2A, B + C, 3C + A)]; [47(6A, B - A, C + 3A)(A -- B, 6B, C + 3B)(3A + C, B -- A, 2C)(A - B, 3B + C, 2C); 48(6A, B + 3A, C - A) 
(A - C, B + 3C, 6C)(3A + B, 2B, C - A)(A - C, 2B, 3C + B); 49(A + 3B, 6B, C - B)(A + 3C, B - C, 6C)(2A, 3B + A, C - B) 
(2A, B--  C, 3C + A)]; [50(6A, B + 2A, C + 2A)(2A + B, 3B, C -  B)(2A + C, B -  C, 3C); 51(A + 2B, 6B, C + 2B)(3A, 2B + A, 
C - A)(A -- C, 2B + C, 3C); 52(A + 2C, B + 2C, 6C)(3A, B - A, 2C + A)(A - B, 3B, 2C + B)]; [53(6A, B -- 2A, C - 2A)(2A - B, 
3B, C - B)(2A - C, B - C, 3C); 54(A - 2B, 6B, C - 2B)(3A, 2B - A, C - A)(A - C, 2B -- C, 3C); 55(A - 2C, B - 2C, 6C) 
(3A, B - A, 2C - A)(A -- B, 3B, 2C -- B)]; [56(6A, B + 2A, C - 2A)(2A + B, 3B, C + B)(2A -- C, B + C, 3C); 57(A - 2B, 6B, C + 2B) 
(3A, 2 B -  A, C + A)(A + C, 2B + C, 3C); 58(A + 2C, B -  2C, 6C)(3A, B + A, 2C + A)(A + B, 3B, 2C - B); 59(6A, B -  2A, C + 2A) 
( 2 A -  B, 3B, C + B)(2A + C, B + C, 3C); 60(A + 2B, 6B, C -  2B)(3A, 2B + A, C + A)(A + C, 2 B -  C, 3C); 6 1 ( A -  2C, B + 2C, 6C) 
(3A, B + A, 2 C -  A)(A + B, 3B, 2C + B)]; [62(6A, B + 2A, C + 3A)(3A + C, B -  A + C, 2C)(2A + B, 3B, C + A -  B)(A - B + C, 
3B, 2C); 63(A + 3B, 6B, C + 2B)(2A, 3B + A, C + A -  B)(2A, B + A - -  C, 3C)(A + B -  C, 2B + C, 3C); 64(A + 2C, B + 3C, 6C) 
(3A, 2B, C - -  A + B)(3A, B -  A + C, 2C + A)(A + B--  C, 2B, 3C + B); 65(6A, B + 3A, C + 2A)(3A + B, 2B, C - -  A + B)(2A + C, 
B + A - - C ,  3 C ) ( A +  B - C ,  2B, 3 C ) ; 6 6 ( A + 2 B ,  6B, C + 3 B ) ( 3 A ,  2 B + A , C - A + B ) ( 3 A ,  B - - A + C ,  2 C ) ( A - - B + C ,  3 B + C ,  
2C); 67(A + 3C, B + 2C, 6C)(2A, 3B, C + A -  B)(2A, B + A -  C, 3C + A ) ( A -  B + C, 3B, 2C + B)]; [68(6A, B -  2A, C + 3A) 
( 3 A + C , B +  A + C ,  2 C ) ( 2 A - B ,  3B, C + A + B ) ( A + B + C ,  3B, 2 C ) ; 6 9 ( A + 3 B ,  6B, C - -2B) (2A ,  3 B + A , C + B + A )  
(2A, B + A + C, 3C)(A + B + C, 2B - C, 3C); 7 0 ( A -  2C, B + 3C, 6C)(3A, 2B, C + A + B)(3A, B + A + C, 2 C -  A)(A + B + C, 2B, 
3C + B); 71(6A, B + 3A, C -  2A)(3A + B, 2B, C + A + B ) ( 2 A -  C, B + A + C, 3C)(A + B + C, 2B, 3C); 7 2 ( A -  2B, 6B, C + 3B) 
(3A, 2B - A, C + A + B)(3A, B + A + C, 2C)(A + B + C, 3B + C, 2C); 73(A + 3C, B - 2C, 6C)(2A, 3B, C + A + B) 
(2A, B + A + C, 3C + A)(A + B + C, 3B, 2 C -  B)]; [74(6A, B + 3A, C + 3A)(3A + B, 2B, C + B)(3A + C, B + C, 2C); 
75(A ÷ 3B, 6B, C + 3B)(2A, 3B + A, C + A)(A + C, 3B + C, 2C); 76(A + 3C, B + 3C, 6C)(2A, B + A, 3C + A)(A + B, 2B, 3C + B)]; 
[77(3A, 2B, c); 78(3A, B, 2C); 79(2A, 3B, C); 80(2A, B, 3C); 81(A, 3B, 2C); 82(A, 2B, 3C); 83(3A, 2B, C + A) 
(A + C, 2B, 3C); 84(3A, B + A, 2C)(A + B, 3B, 2C); 85(2A, 3B, C + B)(2A, B + C, 3C)]; [86(3A, 2B, C - A)(A - C, 2B, 3C); 
87(3A, B - A, 2C)(A - B, 3B, 2C)- 88(2A, 3B, C - B)(2A, B - C, 3C)]; [89(3A, 2B, C + B)(3A, B + C, 2C); 90(2A, 3B, C + A)- 
(A + c ,  3B, 2C); 91(2A, B + A, 3C)(A + B, 2B, 3C)]. 

Indice 7 
[I(7A, B,C); 2(A,7B, C); 3(A,B,7C)]; [4(7A, B + A, C)(A + B, 7B, C); 5(7A, B, C + A)(A + C, B, 7C); 6(A, 7B, C + B)(A, B + C, 7C)]; 
[7(7A, B - A, C)(A - B, 7B, C); 8(7A, B, C - A)(A - C, B, 7C); 9(A, 7B, C - B)(A, B -- C, 7C)]; [ 10(7A, B + 2A, C)(A - 3B, 7B, C); 
I l(7A, B. C - 3A)(A + 2C, B, 7C); 12(A, 7B, C + 2B)(A, B -- 3C, 7C); 13(7A, B -- 3A, C)(A + 2B, 7B, C); 14(7A, B, C + 2A) 
(A, B - 3C, 7C); 15(A, 7B, C -- 3B)(A, B + 2C, 7C)I; [16(7A, B - 2A, C)(A + 3B, 7B, C); 17(7A, B, C + 3A)(A - 2C, B, 7C); 
18(A, 7B, c - 2B)(A, B + 3C, 7C); 19(7A, B + 3A, C)(A - 2 B ,  7B, C); 20(7A, B, C - 2A)(A + 3C, B, 7C); 21(A, 7B, C + 3B) 

(A, B -  2C, 7C)1; [22(7A, B + A, C + A)(A + B, 7B, C - B)(A + C, B -  C, 7C); 23(7A, B + A, C - A)(A + B~ 7B, C + B ) ( A -  C~ 
• + C • 7 C ) • 2 4 ( 7 A • B - A • C • A ) ( A - B • 7 B • C + • ) ( A + C • B + C • 7 C ) ] ; [ 2 5 ( 7 A • B - A • C - A ) ( A - • • 7 B • C - B ) ( A - C • B - C •  
7C)], [26(7A, B + A, C + 2A) (A + B, 7B, C - 2 B ) ( A -  3C, B + 3C, 7C); 27(7A, B + A, C -  2A)(A + B, 7B, C + 2B)(A + 3C, B -  3C, 
7C); 28(7A, B + 2A, C + A)(A - 3B, 7B, C + 3B)(A + C, B -  2C, 7C); 29(7A, B -  2A, C + A)(A + 3B, 7B, C - 3B)(A + C, B + 2C, 
7C); 30(7A, B + 3A, C -  3 A ) ( A -  2B, 7B, C + B)(A + 2C, B + C, 7C); 31(7A, B -  3A, C + 3A)(A + 2B, 7B, C + B ) ( A -  2C, B + C, 
7C)]; [32(7A, B + A, C + 3A)(A + B, 7B, C - 3 B ) ( A -  2C, B + 2C, 7C); 33(7A, B + A, C -- 3A)(A + B, 7B, C + 3B)(A + 2C, B -  2C, 
7C);  3 4 ( 7 A ,  B + 3 A ,  C + A ) ( A  - 2B, 7B, C + 2B)(A + C, B - 3C, 7C); 35(7A, B - 3A, C + A)(A + 2B, 7B, C - 2B)(A + C, B + 3C, 7C); 
36(7A, B + 2A, C -  2 A ) ( A -  3B, 7B, C + B)(A + 3C, B + C, 7C); 37(7A, B -  2A, C + 2A)(A + 3B, 7B, C + B)(A - 3C, B + C, 7C)]; 
[38(7A, B + 2 A ,  C + 2 A ) ( A  - 3B, 7B, C - B) (A - 3C, B - C, 7C); 39(7A, B -- 3A, C - A)(A + 2B, 7B, C + 2B)(A -- C, B - 3C, 7C); 
40(7A, B - A, C -  3 A ) ( A -  B, 7B, C - 3B)(A + 2C, B + 2C, 7C)]; [41(7A, B -  2A, C -  2A)(A + 3B, 7B, C - B) (A + 3C, B -  C, 7C); 
42(7A, B + 3A, C -  A ) ( A -  2B, 7B, C - 2 B ) ( A -  C, B + 3C, 7C); 43(7A, B -  A, C + 3A)(A - B, 7B, C + 3B)(A - 2C, B -  2C, 7C)]; 
[44(7A, B + 2 A ,  C + 3 A ) ( A  - 3B, 7B, C + 2B)(A - 2C, B - 3C, 7C); 45(7A, B + 3A, C + 2A)(A - 2B, 7B, C - 3B)(A - 3C, B + 2C, 
7C); 46(7A, B -  2A, C - 3A) (A + 3B, 7B, C + 2B) (A + 2C, B -  3C, 7C);47(7A, B -  3A, C + 2A)(A + 2B, 7B, C + 3B)(A - 3C, 
B - -  2C, 7C); 48(7A, B + 2A, C - 3 A ) ( A -  3B, 7B, C - 2B)(A + 2C, B + 3C, 7C); 49(7A, B- -  3A, C - 2A)(A + 2B, 7B, C -  3B) 
(A + 3C, B + 2C, 7C)]; [50(7A, B -  2A, C + 3A)(A + 3B, 7B, C -  2 B ) ( A -  2C, B + 3C, 7C); 51(7A, B + 3A, C -  2A)(A - 2B, 7B, 
C + 3B)(A + 3C, B - 2C, 7C)l; [52(7A, B + 3A, C + 3A) (A - 2B, 7B, C - B)(A - 2C, B - C, 7C); 53(7A, B - 2A, C - A)(A + 3B, 
7B, C + 3 B ) ( A -  C, B - 2C, 7C); 54(7A, B - A, C - 2 A ) ( A -  B, 7B, C -  2B)(A + 3C, B + 3C, 7C)]; [55(7A, B - 3A, C - 3A) 
(A + 2B, 7B, C - B)(A + 2C, B - C, 7C); 56(7A, B + 2A, C - A)(A - 3B, 7B, C - 3B)(A - C, B + 2C, 7C); 57(7A, B - A, C + 2A) 
( A  - B, 7B,  C + 2 B ) ( A  - 3C ,  B - 3C, 7C)l. 
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Ces diff6rentes formules nous ont permis de d6nom- 
brer les sous-groupes isomorphes de F(P1)  et F ( p l )  
pour tous les indices comprise entre 2 et 30 (Tableaux 2 
et 3). 

III. Liste de sous-groupes 

Dans le Tableau 4 figurent les sous-groupes iso- 
morphes de F(P1)  pour tous les indices compris entre 2 
et 7. Chaque sous-groupe est identifi+ par un num6ro 
suivi (entre parenth+ses) par les mailles, 6ventuelle- 
ment confondues, qui correspondent aux matrices de 
passage T I a TVI; ces mailles +l+mentaires sont 
exprim6es en fonction de la maille 616mentaire (A,B,C) 

Tableau 5. Sous-groupes isomorphes de F ( p l ) p o u r  
tous les indices compris entre 2 et 7 

Indice 2 
[I(2A,B); 2(A,2B)]; [3(2A, B + A)(A + B, 2B)]. 
Indice 3 
[I(3A,B); 2(A,3B)]; [3(3A, B + A)(A + B, 3B)]; [4(3A, B - A) 
(A - B, 3B)]. 
Indxce 4 
[ I(4A,B); 2(A,4B)]; [3(4A, B + A)(A + B, 4B)]; [4(4A, B -  A) 
(A - B, 4B)l; [5(4A, B + 2A)(2A + B, 2B); 6(A + 2B, 4B) 
(2A, 2B + A)]; [7(2A, 2B)]. 
Indice 5 
[I(5A,B); 2(A,5B)]; [3(5A, B + A)(A + B, 5B)]; [4(5A, B - A) 
(A - B, 5B)]; [5(5A, B + 2A)(A - 2B, 5B); 6(5A, B - 2A) 
(A + 2B, 5B)]. 
Indice 6 
[l(6A, B); 2(A,6B)]; 3(6A, B + A)(A + B, 6B)]; [4(6A, B - A) 
(A -- B, 6B)]; [5(6A, B + 2A)(2A + B, 3B); 6(A + 2B, 6B) 
(3A, 2B + A)]; [7(6A, B - 2A)(2A - B, 3B); 8(A - 2B. 6B) 
(3A, 2B -- A)]; [9(6A, B + 3A)(3A + B, 2B); 10(A + 3B, 6B) 
(2A, 3B + A)]; [1 l(3A, 2B); 12(2A, 3B)]. 
Indice 7 
[I(7A,B); 2(A,7B)]; [3(7A, B + A)(A + B, 7B)I; [4(7A, B - A) 
(A - B, 7B)]; [5(7A, B + 2A)(A - 3B, 7B); 6(7A, B - 3A) 
(A + 2B, 7B)]; [7(7A, B - 2A)(A + 3B, 7B); 8(7A, B + 3A) 
(A - 2B, 7B)]. 

de F(P1).  Les sous-groupes dont les mailles 616men- 
taires pr6sentent des analogies (6change des r61es des 
vecteurs A, B, C) ont +t~ regroup+s entre crochets. 
Pour chacun des indices 2, 3, 5, 6, 7, les sous-groupes 
sont 6quivalents par les automorphismes de F(P1)  et ne 
forment donc qu'une seule classe. Pour l'indice 4, les 28 
premiers sous-groupes forment une classe d'6quiva- 
lence, les 7 derniers une autre classe (Billiet. 1979). 
D'une mani+re analogue, le Tableau 5 donne les 
sous-groupes isomorphes de F ( p l )  pour tous les 
indices compris entre 2 et 7. Les sous-groupes ne 
forment qu'une seule classe par rapport  aux auto- 
morphismes de F ( p l )  pour chacun des indices 2, 3, 5, 
6, 7. Pour l'indice 4, les 6 premiers sous-groupes 
forment une classe, le dernier sous-groupe forme une 
seconde classe/l lui seul. 

I1 convient de remarquer que les mailles convention- 
nelles des sous-groupes isomorphes de F(Pi)  sont 
donn~es par les m6mes matrices que celles des sous- 
groupes isomorphes de F(P1),  c'est-A-dire par  le 
Tableau 4, l'origine des sous-groupes 7(Pi) &ant plac6e 
en (ki/2, k2/2, k3/2; k i entier) par rapport  au rep~re 
conventionnel de F(P1)  (Sayari & Billiet, 1977). D'une 
faqon analogue, les sous-groupes isomorphes de F(p2)  
sont donn6es par le Tableau 5, l'origine 6tant plac6e en 
(k~/2, k2/2; k i entier) (Sayari, Billiet & Zarrouk,  1978). 
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Abstract  

A modified method of describing lattices (or, equivalen- 
tly, unit cells) is described. In the proposed parameter- 
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ization, there is no discontinuous measure of agreement 
such as is found in studies of reduced cells. Although 
the Niggli reduced cell is uniquely defined for every 
lattice, the angles of the reduced cell may vary wildly 
with minor lattice distortions. It is proposed that 
lattices be described by the sets of seven parameters 
consisting of reduced-cell edge lengths, the lengths of 
edges of the reduced cell of the reciprocal lattice, and 
the reduced-cell volume. 
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